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INTISARI 
 
Flu burung merupakan suatu penyakit menular yang disebabkan oleh virus influenza tipe A dengan 
subtipe H5N1 yang ditularkan oleh virus influenza dari unggas. Model matematika mempunyai 
kapabilitas dalam pemahaman penyebaran penyakit menular. Model matematika merupakan sekumpulan 
persamaan atau pertidaksamaan yang mengungkapkan perilaku suatu permasalahan nyata. Pada 
penelitian ini digunakan model penyebaran penyakit flu burung yang terbagi dalam dua populasi, yaitu 
populasi unggas dan manusia. Diasumsikan pada populasi unggas dibagi menjadi dua sub-populasi 
yaitu, sub-populasi unggas susceptible (Sb) dan infective (Ib). Sedangkan pada populasi manusia dibagi 
menjadi empat sub-populasi yaitu, sub-populasi manusia susceptible (Sh), pre-infective (Ph), infective (Ih), 
dan recovered (Rh). Dari model yang terbentuk diperoleh 3 titik kesetimbangan yaitu, titik kesetimbangan 
bebas penyakit, endemik di dalam populasi manusia, dan endemik di dalam populasi unggas-manusia. 
Rasio reproduksi dasar diperoleh dari nilai eigen matriks Jacobian yang berguna sebagai rasio potensi 
penyebaran penyakit flu burung. Dari hasil analisis diketahui sistem di sekitar titik kesetimbangan bebas 
penyakit stabil pada saat r0<1 dan R0<1 yang menunjukkan bahwa tidak terjadi penyebaran penyakit di 
populasi unggas-manusia. Sistem di sekitar titik kesetimbangan endemik di populasi manusia stabil pada 
saat r0<1 dan R0>1 yang menunjukkan bahwa terjadi penyebaran penyakit di populasi manusia. 
Sedangkan sistem di sekitar titik kesetimbangan endemik di populasi unggas-manusia stabil pada saat 
r0>1 yang menunjukkan bahwa terjadi penyebaran penyakit di populasi unggas-manusia. 
 
Kata Kunci : model matematika, titik kesetimbangan, rasio reproduksi dasar 
 
PENDAHULUAN 
Pada awal tahun 1918, wabah pandemik virus influenza telah membunuh lebih dari 40.000 orang di 
dunia [1]. Subtipe yang mewabah saat itu adalah virus H1N1 yang dikenal dengan “Spanish Flu”. 
Tahun 1957 virus bermutasi menjadi H2N2 atau “Asian Flu”. Tahun 1968 virus bermutasi menjadi 
H3N2 atau “Hongkong Flu”. Tahun 1977 virus bermutasi menjadi H5N1 atau “Avian Influenza” [2]. 
Indonesia yang merupakan negara kepulauan terbesar di dunia, berada di garis depan dalam 
melawan penyakit Avian Influenza. Penyakit yang lebih dikenal sebagai flu burung ini merupakan 
suatu penyakit menular yang disebabkan oleh virus influenza tipe A dengan subtipe H5N1 yang 
ditularkan oleh virus influenza dari unggas. Pada awalnya, flu burung adalah penyakit pada hewan 
(zoonosis) dan tidak menular ke manusia. Namun, dalam perkembangannya virus penyebab flu burung 
mengalami mutasi genetik sehingga juga dapat menginfeksi manusia. Mutasi ini dalam 
perkembangannya dapat menyebabkan pandemik [3]. 
Model matematika mempunyai kapabilitas dalam pemahaman penyebaran penyakit menular. Oleh 
karena itu, dalam penelitian ini penulis tertarik untuk merepresentasikan model matematika 
penyebaran penyakit flu burung. Model matematika penyebaran penyakit flu burung merupakan suatu 
model matematika yang menggambarkan dinamika penyebaran penyakit flu burung pada populasi 
unggas dan manusia. Dalam penelitian ini, juga akan dianalisis kestabilan dari model matematika 
penyebaran penyakit flu burung pada populasi unggas dan manusia, agar model yang dibahas 
mewakili permasalahan yang ada. 
Tujuan dari penelitian ini adalah menganalisis kestabilan model matematika penyebaran penyakit 
flu burung di sekitar titik kesetimbangan. Dalam penelitian ini, populasi yang dibicarakan adalah 
populasi unggas dan manusia. Faktor-faktor seperti migrasi, bencana alam tidak mempengaruhi model. 
Sedangkan faktor-faktor yang mempengaruhi model adalah kelahiran, infeksi virus, mutasi virus,
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kematian alami, kematian karena virus avian influenza, dan kesembuhan. Penyebaran virus flu burung 
pada populasi unggas terdiri dari 2 sub-populasi, yaitu sub-populasi unggas susceptible (  ) dan 
infective (  ). Sedangkan pada populasi manusia dikelompokkan dalam 4 sub-populasi, yaitu sub-
populasi manusia susceptible (  ), pre-infective (  ), infective (  ) dan recovered (  ).  
Penelitian ini dimulai dengan mempelajari dinamika penyebaran penyakit flu burung. Kemudian 
menyusun asumsi-asumsi untuk menyederhanakan model, mendefinisikan parameter yang digunakan 
pada model, membentuk diagram transfer model, dan kemudian didapat model matematika 
penyebaran penyakit flu burung. Selanjutnya, mencari titik kesetimbangan model tersebut [4]. Titik 
kesetimbangan dari suatu sistem merupakan titik tetap yang membuat sistem tidak mengalami 
perubahan sepanjang waktu. Kemudian diselidiki kestabilan pada setiap titik kesetimbangan model 
tersebut dengan melakukan linearisasi pada sistem. Linearisasi dilakukan dengan membentuk Matriks 
Jacobian sistem sebagai berikut: 
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Matriks (1) disebut Matriks Jacobian yang berukuran       [5]. Selanjutnya, dicari nilai-nilai eigen 
dari Matriks (1) menggunakan definisi nilai eigen dari suatu matriks [6]. Kriteria kestabilan model di 
sekitar titik kesetimbangan dianalisis berdasarkan tanda dari bagian real nilai eigen. Untuk 
menyelidiki tanda dari bagian real nilai eigen suatu polinomial karakteristik tidak selalu mudah. Oleh 
karena itu, perlu diketahui mengenai suatu kriteria yang dapat digunakan untuk menyelidiki tanda dari 
bagian real nilai eigen suatu polinomial. Kriteria tersebut adalah Kriteria Routh-Hurwitz. 
Diberikan polinomial karakteristik sebagai berikut [7]: 
 ( )     
     
       
           
     
dengan      untuk setiap           dan     . 
Lemma 1. Jika polinomial  ( ) merupakan polinomial Hurwitz, maka semua koefisien dari 
polinomial  ( ) bernilai positif [8]. 
Berdasarkan Lemma 1, perlu diselidiki apakah jika semua koefisien dari polinomial  ( ) bernilai 
positif, maka polinomial  ( ) merupakan polinomial Hurwitz. Oleh sebab itu, digunakan Kriteria 
Routh-Hurwitz. 
Dari koefisien-koefisien  ( ), dibentuk tabel yang dinamakan Tabel Routh sebagai berikut: 
Variabel Koefisien 
     
( )
              
( )
              
( )
                         
( )
 
       
( )
              
( )
              
( )
                         
( )
 
       
( )
              
( )
              
( )
                         
( )
 
       
( )
              
( )
              
( )
                         
( )
 
                                                                    
     
( )
              
( )
              
( )
                         
( )
 
dengan 
  
( )
      
( )
      
( )
      
( )
      
( )
      
( )
    
  
( )  
  
( )  
( )    
( )  
( )
  
( )
   
( )  
  
( )  
( )    
( )  
( )
  
( )
      
(   )
 
  
(   )
    
( )
   
( )
    
(   )
  
(   )
 
Kriteria Routh-Hurwitz menyatakan polinomial  ( ) merupakan polinomial Hurwitz jika dan 
hanya jika   
( )
 dengan (           ) pada Tabel Routh semuanya bernilai positif.  
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Akibatnya, sistem dikatakan stabil asimtotik jika dan hanya jika   
( )
 dengan (           ) pada 
Tabel Routh semuanya bernilai positif. [8]. 
Teorema 2. Diberikan A, B, C adalah bilangan-bilangan real. Bagian real dari setiap nilai eigen 
persamaan karakteristik 
 ( )              
adalah negatif jika dan hanya jika     positif dan      [10]. 
Secara umum kestabilan titik kesetimbangan terbagi menjadi tiga, yaitu stabil, stabil asimtotik, dan 
tidak stabil. Berikut ini diberikan definisi mengenai kestabilan titik kesetimbangan [11]: 
Definisi kestabilan sebuah titik kesetimbangan dapat diklasifikasikan sebagai berikut: 
i. Suatu titik kesetimbangan  ̂ dari suatu sistem dinamik  ̇   ( ) dikatakan stabil jika untuk 
setiap bilangan     terdapat bilangan     sedemikian sehingga bila ‖    ̂‖    maka 
‖ (    )   ̂‖    untuk semua     . 
ii. Suatu titik kesetimbangan  ̂ dari sistem dinamik  ̇   ( ) dikatakan stabil asimtotik jika  ̂ 
stabil dan terdapat bilangan      sedemikian hingga       ‖ (    )   ̂‖    dengan 
syarat ‖    ̂‖    . 
iii. Suatu titik kesetimbangan  ̅ dari sistem dinamik  ̇   ( ) dikatakan tak stabil jika  ̂ tak stabil 
yaitu poin (i) tidak dipenuhi. 
Langkah terakhir adalah memberikan interpretasi pada model dengan memberikan nilai parameter 
yang bertujuan untuk mengilustrasikan dinamika penyebaran penyakit flu burung pada model yang 
disajikan dalam bentuk grafik.  
 
MODEL MATEMATIKA PENYEBARAN PENYAKIT FLU BURUNG 
Model matematika penyebaran penyakit flu burung pada populasi unggas merupakan model yang 
menggambarkan dinamika penyebaran penyakit flu burung antar populasi unggas dan populasi 
manusia. Model matematika yang digunakan dalam penelitian ini dibagi dalam dua populasi, yaitu 
populasi unggas dan populasi manusia. Model matematika penyebaran penyakit flu burung pada 
populasi unggas direpresentasikan dalam diagram transfer sebagai berikut: 
 
 
 
 
 
 
 
Gambar 1. Diagram Transfer Model Penyebaran Penyakit Flu Burung pada Populasi Unggas 
Dari Gambar 1. dapat dilihat bahwa populasi unggas dibagi dalam sub-populasi SI. Model 
matematika penyebaran penyakit flu burung pada populasi unggas dituliskan dalam bentuk persamaan 
sebagai berikut: 
   
  
    (       )   
   
  
        (     )   
dengan asumsi              , dan 
    Jumlah individu unggas dari sub-populasi yang rentan terjangkit virus flu burung, 
    Jumlah individu unggas dari sub-populasi yang terinfeksi virus flu burung, 
    tingkat kelahiran pada populasi unggas, 
    tingkat kematian alami pada populasi unggas, 
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    tingkat kematian karena flu burung pada populasi unggas, 
    tingkat penularan pada populasi unggas pada saat melakukan kontak dengan unggas terinfeksi. 
Penambahan jumlah individu dari sub-populasi unggas rentan    dan sub-populasi unggas 
terinfeksi    diperoleh total populasi yang dideskripsikan 
   
  
. Persamaan total populasi unggas, yaitu: 
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Persamaan total populasi unggas 
   
  
 merupakan laju pertumbuhan alami populasi dengan setiap 
kelahiran individu akan mengalami pengurangan alami yang disebabkan oleh kematian alami dan 
kematian akibat Avian Influenza. 
Model matematika penyebaran penyakit flu burung pada populasi manusia direpresentasikan dalam 
diagram transfer yang disajikan pada Gambar 2. 
 
Gambar 2. Diagram Transfer Model Penyebaran Penyakit Flu Burung pada Populasi Manusia 
Dari Gambar 2. dapat dilihat bahwa populasi manusia dibagi dalam sub-populasi SEIR. Model 
matematika penyebaran penyakit flu burung pada populasi manusia dituliskan dalam bentuk 
persamaan sebagai berikut: 
   
  
                       
   
  
                      
   
  
            (     )       
   
  
          
dengan asumsi                     , dan 
    Jumlah individu manusia dari sub-populasi yang rentan terjangkit virus flu burung, 
    Jumlah individu manusia dari sub-populasi yang terinfeksi virus flu burung yang belum 
bermutasi (avian influenza), 
    Jumlah individu manusia dari sub-populasi yang terinfeksi virus flu burung yang telah 
bermutasi (mutant avian influenza), 
    Jumlah individu manusia dari sub-populasi yang telah sembuh dari penyakit flu burung, 
    Tingkat kematian karena flu burung pada populasi manusia, 
    Tingkat kelahiran pada populasi manusia, 
    Tingkat kematian alami pada populasi manusia, 
    Tingkat penularan pada populasi manusia pada saat melakukan kontak dengan unggas 
terinfeksi, 
    Tingkat penularan pada populasi manusia pada saat melakukan kontak dengan manusia 
terinfeksi mutant avian influenza, 
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   Tingkat mutasi, 
   Tingkat pemulihan. 
Penambahan jumlah individu dari sub-populasi manusia rentan   , sub-populasi manusia pre-
infective   , sub-populasi manusia infective    dan sub-populasi manusia recovered    diperoleh total 
populasi yang dideskripsikan 
   
  
. Persamaan total populasi manusia, yaitu: 
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                 . 
Persamaan total populasi   ( ) merupakan laju pertumbuhan alami populasi dengan setiap 
kelahiran individu akan mengalami pengurangan alami yang disebabkan oleh kematian alami 
kematian akibat Avian Influenza. 
Dengan menggabungkan model penyebaran penyakit flu burung pada populasi unggas dan populasi 
manusia, maka didapat persamaan model penyebaran penyakit flu burung pada populasi unggas-
manusia menjadi: 
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Titik kesetimbangan dari Sistem (2) merupakan titik tetap yang membuat model matematika 
penyebaran penyakit flu burung pada populasi unggas dan manusia tidak mengalami perubahan 
sepanjang waktu. Titik kesetimbangan Sistem (2) adalah sebagai berikut: 
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Titik kesetimbangan pertama adalah titik kesetimbangan bebas penyakit (  ), yang berarti bahwa 
tidak terjadi penyebaran penyakit (endemik) di dalam populasi unggas-manusia. Titik kesetimbangan 
kedua adalah titik kesetimbangan endemik di dalam populasi manusia (  ), yang berarti bahwa 
terjadi penyebaran penyakit (endemik) di dalam populasi manusia. Titik kesetimbangan ketiga adalah 
titik kesetimbangan endemik di dalam populasi unggas-manusia (  ), yang berarti bahwa terjadi 
penyebaran penyakit (endemik) di dalam populasi unggas dan manusia. 
 
ANALISIS KESTABILAN MODEL DI SEKITAR TITIK KESETIMBANGAN 
Dari Sistem (2), diselidiki kestabilan model di sekitar titik-titik kesetimbangan. Sistem (2) 
merupakan sistem persamaan diferensial nonlinear. Oleh karena itu Sistem (2) dilakukan linearisasi 
terlebih dahulu dengan membentuk Matriks Jacobian (1), didapat: 
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) 
  ( ̅) merupakan matriks linearisasi dari Sistem (2).   ( ̅) stabil di sekitar titik kesetimbangan jika 
dan hanya jika sub-matriks   dan   stabil.   stabil jika dan hanya jika       blok pertama stabil, yaitu: 
 ̅  (
                   
     (       )  
          (       )
)  
Selanjutnya, Sistem (2) dilakukan linearisasi di sekitar titik kesetimbangan dengan menggunakan 
Matriks Jacobian. Rasio reproduksi dasar untuk populasi unggas adalah: 
   
    
  (     )
  
Rasio reproduksi dasar untuk penyakit flu burung pada populasi unggas (  ), didefinisikan sebagai 
rasio potensi penyebaran penyakit flu burung pada sub-populasi unggas susceptible akibat laju kontak 
yang terjadi. Laju infeksi unggas di notasikan dengan     . Jika semua unggas rentan, maka    
  
  
. 
Peluang hidup unggas yang terinfeksi adalah 
 
     
. Rasio reproduksi dasar untuk populasi manusia 
adalah: 
   
    
  (       )
  
Rasio reproduksi dasar untuk penyakit flu burung yang telah bermutasi di populasi manusia (  ), 
yang didefinisikan sebagai rasio potensi penyebaran penyakit flu burung pada sub-populasi manusia 
susceptible akibat laju kontak yang terjadi. Laju infeksi unggas di notasikan dengan     . Jika semua 
manusia rentan, maka    
  
  
. Peluang hidup manusia yang terinfeksi adalah 
 
       
. 
Untuk menyelidiki kestabilan lokal Sistem (2) di titik ekulibrium         , diperoleh Teorema 1. 
Teorema 1. Jika      dan     , maka  
  stabil asimtotik lokal. Jika      dan     , maka  
  
stabil asimtotik lokal. Jika     , maka  
  stabil asimtotik lokal [12]. 
Bukti: 
(i) Nilai eigen dari sub-matriks   di titik kesetimbangan    adalah     dan 
    
  
 (     ). Jika 
    , maka 
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Sehingga jika      dan     , maka semua nilai eigen dari sub-matriks  ̅ dan  ̅ di titik 
kesetimbangan    mempunyai bagian real negatif. Jadi    stabil asimtotik lokal. 
 
(ii) Persamaan karakteristik dari sub-matriks  ̅ di titik kesetimbangan    diberikan: 
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Sehingga semua nilai eigen dari sub-matriks  ̅ di titik kesetimbangan    mempunyai bagian real 
negatif. Jadi    stabil asimtotik lokal. 
(iii) Diketahui    
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Sub-matriks Jacobian  ̅ di titik kesetimbangan    menjadi: 
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Polinomial karakteristiknya adalah: 
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didapat nilai      dan    . Dari nilai     dan   diketahui bahwa: 
       
          
         
           
Karena nilai     ,     , dan     ,  maka polinomial  ( ) mempunyai bagian real negatif. 
Dengan kata lain, maka sub-matriks A di titik kesetimbangan (  ) adalah stabil. Dari (i), (ii), dan 
(iii) dapat disimpulkan bahwa Teorema 3.1 Terbukti.□ 
Berdasarkan Teorema 3.1, diketahui bahwa jika      dan     , maka penyakit flu burung tidak 
dapat menyebar di populasi unggas-manusia. Jika      dan     , maka penyakit flu burung dapat 
menyebar di populasi manusia. Jika     , maka penyakit flu burung dapat menyebar di populasi 
unggas dan manusia. 
 
INTERPRETASI MODEL 
Interpretasi model dalam penelitian ini bertujuan untuk melihat dinamika penyebaran flu burung 
pada populasi unggas dan populasi manusia. Diberikan nilai-nilai parameter sebagai berikut:  
 
Tabel 3.1 Nilai-nilai parameter  
Parameter Nilai 
   26,5 
   5 
   5 
   5 
   0,2 
   0,003 
   3 
   0,015 
   1 
       
  0,001 
   Sumber: [12] 
Dari nilai-nilai parameter pada Tabel 3.1, diperoleh titik-titik kesetimbangan sebagai berikut: 
 
         
   5,3 5,3 2 
   0 0 1,65 
   200 341,67 8,7 
   0 0 2,82 
   0 -2,07 0,0028 
   0 -1,38 0,001 
 
  Potret fase model penyebaran penyakit flu burung disajikan pada Gambar 3 sebagai berikut. 
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Gambar 3. Potret fase model penyebaran penyakit flu burung pada sub-populasi unggas infective (  ) 
dan sub-populasi manusia infective (  ) 
 
Pada Gambar 3 dapat dilihat untuk beberapa nilai awal, garis-garis berwarna merah menuju ke titik 
(             ) yaitu titik kesetimbangan endemik pada populasi unggas-manusia (  ), yang 
menandakan bahwa titik tersebut merupakan titik yang stabil asimtotik. Selanjutnya, untuk beberapa 
nilai awal, garis yang berwarna biru dan garis yang berwarna hijau menuju ke titik (   ) yaitu titik 
kesetimbangan bebas penyakit (  ), yang menandakan bahwa titik tersebut merupakan titik yang 
stabil asimtotik. Sedangkan untuk titik kesetimbangan endemik pada populasi manusia (  ), titik 
tersebut tidak stabil. 
Selanjutnya, apabila diasumsikan kondisi awal untuk jumlah individu pada sub-populasi unggas 
yang terinfeksi adalah seribu ekor dan individu pada sub-populasi manusia yang terinfeksi adalah 5 
ribu orang, maka diperoleh grafik yang disajikan pada Gambar 4.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Gambar 4. Grafik dinamika penyebaran penyakit flu burung pada sub-populasi unggas infective (  ) 
dan sub-populasi manusia infective (  ) 
 
Pada Gambar 3.4 dapat dilihat laju pertumbuhan individu pada sub-populasi unggas infective (  ) 
pada awalnya mengalami penambahan jumlah individu. Seiring bertambahnya jumlah individu pada 
sub-populasi unggas infective (  ), jumlah individu pada sub-populasi manusia infective (  ) pada 
awal endemik mengalami penurunan jumlah individu dan penyakit akan hilang di populasi.  
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Selanjutnya pada suatu waktu jumlah individu pada sub-populasi unggas infective (  ) mengalami 
penurunan jumlah kemudian bergerak konstan, yang artinya tidak ada penambahan maupun 
pengurangan individu. 
 
PENUTUP 
Model matematika penyebaran penyakit flu burung adalah sebagai berikut: 
   
  
    (       )  , 
   
  
        (     )    
   
  
                        
   
  
                       
   
  
            (       )    
   
  
           
Dari hasil analisis diketahui sistem di sekitar titik kesetimbangan bebas penyakit stabil pada saat 
     dan     , yang menunjukkan bahwa tidak terjadi penyebaran penyakit di populasi unggas-
manusia. Sistem di sekitar titik kesetimbangan endemik di populasi manusia stabil pada saat      
dan     , yang menunjukkan bahwa terjadi penyebaran penyakit di populasi manusia. Sedangkan 
sistem di sekitar titik kesetimbangan endemik di populasi unggas-manusia stabil pada saat     , 
yang menunjukkan bahwa terjadi penyebaran penyakit di populasi unggas dan manusia. 
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